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La multitude qui ne se réduit pas à l’unité est confusion ;
l’unité qui ne dépend pas de la multitude est tyrannie.

Blaise Pascal, Pensées

Avant-propos

La physique statistique est sans doute l’une des branches les plus étonnantes de
la physique et des sciences de la nature en général. En e"et, loin de s’intéresser à
des objets ou à des systèmes précis, elle s’attache à l’étude des grands systèmes,
c’est-à-dire des systèmes comportant un très grand nombre de degrés de liberté.
En ce sens, elle n’est pas l’étude d’un « domaine » à proprement parler, mais
plutôt une méthodologie permettant d’aborder et de démêler la complexité
du monde physique réel. Elle peut être vue comme l’application des sciences
de l’information à la physique des grands systèmes, et donc l’une des toutes
premières ébauches d’une science des données.

Cet ouvrage ne se veut pas une description exhaustive des objets et outils de
la physique statistique, mais a pour objectif de présenter les concepts fonda-
mentaux et les étapes principales qui permettent de passer du déterminisme
microscopique (qu’il soit classique ou quantique) à une approche probabiliste
des grands systèmes à l’équilibre. Il est à noter toutefois que le dernier cha-
pitre est à part, car consacré au transport par di"usion, un phénomène hors

d’équilibre, mais dont l’importance historique et applicative est telle qu’il nous
a semblé qu’il devait figurer dans cet ouvrage.

Pour revenir aux systèmes à l’équilibre, nous montrerons comment l’on peut
retrouver, à partir de principes fondamentaux, les quantités macroscopiques
déjà introduites sans démonstration en thermodynamique, pour les systèmes
isolés, pour les systèmes fermés et pour les systèmes ouverts. Une fois établies
les bases essentielles de la physique statistique des systèmes à l’équilibre, nous
pourrons passer à la description des systèmes classiques les plus simples comme
les fluides (gaz parfaits et fluides classiques). Nous verrons notamment le rôle
joué par les interactions fondamentales dans l’équation d’état de ces fluides.

Enfin, nous aborderons les systèmes dans lesquels le caractère quantique des
constituants élémentaires se manifeste via une statistique particulière (statis-
tiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac). En particulier, nous verrons com-
ment la statistique de Bose-Einstein pour des particules relativistes de masse
nulle permet de comprendre les propriétés thermodynamiques du rayonnement,
ainsi que l’équilibre matière-rayonnement dans l’Univers.
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Chapitre 1

Aux origines de la physique

statistique

La physique statistique a pour objet l’étude des systèmes physiques à grand
nombre de degrés de liberté. Plus précisément, elle se donne pour objectif d’éta-
blir les relations qui permettent de déduire les propriétés macroscopiques de
ces systèmes à partir, d’une part, des propriétés microscopiques de leurs consti-
tuants individuels, et d’autre part, des règles d’organisation ou d’interaction
entre ces mêmes constituants.

Elle fait ainsi le pont entre la physique microscopique (électromagnétisme,
physique quantique, chimie moléculaire) qui permet de comprendre les com-
portements élémentaires des particules, des atomes, des molécules, voire de
constituants plus élaborés (en biologie par exemple), et les modèles phéno-
ménologiques qui décrivent le plus souvent la nature sous forme d’un milieu
continu obéissant à des équations d’état ou d’évolution (mécanique des fluides,
mécanique des milieux continus, thermodynamique, etc.).

Partant des interactions locales et des propriétés de symétrie des constituants,
elle permet donc :

- de remonter à la nature profonde de caractéristiques macroscopiques
comme la température, la pression, par ailleurs déjà connues empirique-
ment en thermodynamique ;

- de définir la notion d’équilibre statistique des systèmes à grand nombre
de constituants, notamment à travers l’introduction d’un concept absent
à l’échelle microscopique, l’irréversibilité temporelle, et sa mesure quan-
titative, l’entropie ;

- de prédire les transitions entre les di"érents équilibres macroscopiques
d’un système (transitions de phase solide-liquide ou liquide-gaz, transition
ferromagnétique, etc.) ;
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- d’expliquer l’émergence de comportements d’ensemble des systèmes ma-
croscopiques, et d’en déduire une compréhension qualitative et quanti-
tative des propriétés électriques, magnétiques ou mécaniques de ces sys-
tèmes.

L’outil essentiel au cœur de cette démarche va être l’approche probabiliste.
C’est elle qui va permettre de réduire la complexité en s’a"ranchissant de la
nécessité de décrire de façon complète et minutieuse chaque état du système.
C’est également à travers cette approche que va apparaître l’irréversibilité, et
ceci bien que les processus microscopiques soient tous réversibles localement (on
parle de micro-réversibilité). C’est enfin cette description probabiliste qui va
permettre de faire émerger les di"érents ensembles statistiques, c’est-à-dire les
mesures de probabilités d’équilibre dans l’espace des configurations (ou espace

des phases) du système.

1.1 La chute du déterminisme classique

La physique classique newtonienne nous enseigne qu’il est possible de déter-
miner l’évolution ultérieure de tout système si l’on connaît exactement les po-
sitions et vitesses de ses constituants élémentaires à un instant donné, ainsi
que la totalité des forces internes ou externes au système s’exerçant à tout
instant sur ces mêmes constituants (Laplace avait déjà imaginé qu’une intelli-
gence ayant la connaissance universelle, aujourd’hui baptisée démon de Laplace,
pourrait ainsi voir l’intégralité du futur). Les équations d’évolution du système
s’écrivent alors :

mi

d2ωri
dt2

= ωFi (ωr1, . . . ,ωrN ,ωv1, . . . ,ωvN )

avec

{(
ωr1(t0), . . . ,ωrN (t0)

)
=

(
ωr 0

1
, . . . ,ωr 0

N

)
(
ωv1(t0), . . . ,ωvN (t0)

)
=

(
ωv 0

1
, . . . ,ωv 0

N

)
(1.1)

Dans la formulation lagrangienne et hamiltonienne de la physique, la vitesse ωv
est remplacée comme inconnue par le moment conjugué de Lagrange, l’impul-
sion ωp. L’état classique du système, ou phase, est ainsi décrit par sa position
(ωr1, . . . ,ωrN , ωp1, . . . , ωpN ) dans un espace à 6N dimensions appelé espace des

phases.

En physique quantique, l’état du système est caractérisé par l’ensemble des
composantes, ou amplitudes complexes, dans une base de vecteurs propres
d’une observable. Cette dernière peut être l’observable position (ω̂r1, . . . , ω̂rN ).
On parle alors de représentation « x », l’amplitude étant dans ce cas la fonction
d’onde ε(ωr1, . . . ,ωrN , t). Elle peut être aussi l’observable impulsion représentée
par l’opérateur (ω̂p1, . . . , ω̂pN ), auquel cas on parle de représentation « p ». L’état
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est alors donné par l’amplitude ε̃(ωp1, . . . , ωpN , t), transformée de Fourier spatiale
de la précédente. L’observable peut être également l’énergie dont l’opérateur
est l’hamiltonien Ĥ du système (la base étant alors formée des états station-
naires). Dans tous les cas, quelle que soit la représentation, si l’on connaît l’état
complet du système à un instant t0, alors l’état du système à n’importe quel
temps ultérieur est complètement déterminé par l’équation de Schrödinger :

Ĥ |ε→ = i⊋ ϑ |ε→
ϑt

avec |ε(t0)→ =
∣∣ε0

〉
. (1.2)

L’évolution est donc déterministe, le caractère probabiliste de la mécanique
quantique n’intervenant que lorsqu’on e"ectue une mesure, c’est-à-dire lors-
qu’on fait interagir le système avec un observateur externe. On pourrait parler
dans ce cas d’un déterminisme probabiliste car là, c’est la loi de probabilité qui
évolue de façon déterministe.

Pourtant, nous allons voir qu’il est impossible d’utiliser ce déterminisme théo-
rique pour prédire en pratique l’évolution d’un système macroscopique, et ceci
pour une double raison. Tout d’abord, il serait impossible de stocker et de trai-
ter la quantité d’informations décrivant l’ensemble des positions et impulsions
d’un système macroscopique typique. Par ailleurs, même dans l’hypothèse où
l’on pourrait manipuler cette quantité de données, la théorie des systèmes dy-
namiques nous enseigne que ce type de schéma déterministe développe une très
grande sensibilité aux conditions initiales, qui rend caduque toute prédiction
de l’état complet du système à long terme.

1.1.1 Quelques ordres de grandeur

Considérons un échantillon de matière macroscopique, tel qu’on en manipule
tous les jours. L’ordre de grandeur du nombre d’atomes d’un tel système est
le nombre d’Avogadro, soit NA ↑ 6, 02 · 1023. Prenons 1024 pour simplifier. En
fait, les atomes ne sont pas les constituants élémentaires, car ils sont eux-mêmes
composés d’électrons, de neutrons ou de protons (ces derniers étant également
des assemblages de quarks). Nous allons cependant pouvoir considérer ici ces
atomes comme élémentaires, sans que ceci n’altère notre argumentation.

Il faut donc, dans une description classique, 6 paramètres réels par atome pour
encoder l’état classique de notre système à n’importe quel instant (3 positions
et 3 impulsions suivant les trois axes). Supposons que chaque réel soit encodé
sur 32 bits, ce qui est la norme sur les ordinateurs actuels (on voit là que la
précision de la mesure est également limitée par la précision du stockage de
l’information). La quantité d’informations I requise pour stocker l’état initial
de notre système est donc en définitive :

I = 1024 ↓ 6↓ 32 bits = 24 · 1024 octets = 2, 4 · 1013 teraoctets
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En résumé, le simple stockage de l’état initial d’un système macroscopique
courant demanderait 2, 4 · 1013 teraoctets, soit environ 3 000 teraoctets par ha-
bitant de la planète ! Bien évidemment, on ne se soucie pas ici de savoir de
quelle manière il serait possible de collecter de façon instantanée l’intégralité
de ces données.

À supposer néanmoins que l’on y parvienne, ceci ne permettrait de stocker que
l’état du système à un instant donné. Or, à l’échelle atomique et moléculaire,
les temps typiques d’évolution sont couramment compris entre la picoseconde
(10→12 s) et la nanoseconde (10→9 s), et même plus rapides si on s’intéresse
aux processus intra-atomiques. En d’autres termes, il faudrait multiplier la
capacité de stockage précédemment calculée par un facteur de l’ordre de 1012

pour pouvoir stocker l’évolution d’un système macroscopique sur une durée de
quelques secondes. Cette simple évaluation permet de saisir immédiatement
l’impossibilité matérielle qu’il y a à espérer suivre à la lettre la prescription
de la mécanique newtonienne pour déterminer le comportement des systèmes
à grand nombre de constituants (ou de degrés de liberté).

1.1.2 Notions sur les systèmes dynamiques

Si la résolution complète du problème à deux corps a rapidement été obtenue
en mécanique newtonienne, le problème à trois corps, et plus généralement à
N corps, a longtemps découragé les e"orts des scientifiques. S’intéressant à la
stabilité du système Terre-Lune-Soleil, Henri Poincaré, l’un des plus grands
mathématiciens et physiciens français, publie en 1890 un mémoire intitulé Sur

le problème des trois corps et les équations de la dynamique, qui ouvre la voie à
la théorie des systèmes dynamiques, à la vision probabilisée de leur évolution et
plus tard à la théorie du chaos. En 1896, dans Calcul des probabilités, il introduit
la notion générale de sensibilité aux conditions initiales, également décrite
à la même époque par Liapounov en Russie :

« . . .il peut arriver que de petites di"érences dans les conditions
initiales en engendrent de très grandes dans les phénomènes finaux ;
une petite erreur sur les premières produirait une erreur énorme
sur les derniers. La prédiction devient impossible et nous avons le
phénomène fortuit. »

Henri Poincaré, Calcul des probabilités, 1896
Il faudra attendre plus de cinquante ans pour que l’on réalise que cette pro-
priété peut également s’appliquer à des systèmes beaucoup plus simples. Dans
les années 1950, Edward Lorenz, mathématicien et météorologue américain,
s’intéresse aux modèles numériques de prédiction météorologique de l’époque,
et découvre une instabilité profondément cachée en leur sein. Après réduction
et simplification, il publie en 1963 dans le Journal of the Atmospheric Sciences

un article intitulé « Deterministic Nonperiodic Flow ». Il y décrit un système
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très simple, formé de trois degrés de liberté scalaires (trois inconnues réelles
x, y, z), gouverné par un groupe de trois équations dynamiques non linéaires
(c’est-à-dire reliant les dérivées temporelles à des fonctions non linéaires de ces
mêmes inconnues). Ce système d’équations dépend de trois paramètres ϖ, r, b :






ẋ = ϖ (y ↔ x)

ẏ = rx↔ y ↔ xz

ż = xy ↔ bz

. (1.3)

Figure 1.1 – À gauche, Edward Norton Lorenz (1917-2008). À droite, une
représentation de l’évolution du système dynamique à trois variables couplées
proposé par Lorenz (voir équation (1.3)). Il présente une très grande sensibilité
aux conditions initiales, avec une infinité de trajectoires périodiques entremêlées
de façon dense dans l’espace des phases, entre lesquelles viennent s’intercaler
des trajectoires apériodiques.

Étonnamment pour un système aussi simple, Lorenz démontre que, pour des
valeurs bien choisies des paramètres (ϖ = 10, r = 28, b = 8/3), les trajectoires
d’évolution issues de deux états (x1, y1, z1) et (x2, y2, z2) initialement proches
finissent par diverger très fortement au cours du temps. De fait, la séparation
des solutions est exponentielle en temps, indépendamment de l’écart entre les
conditions initiales, de telle sorte que les états des deux systèmes se retrouvent
quasiment totalement décorrélés en un temps caractéristique fini. Il est donc
impossible de prévoir la position du système à tout temps lointain avec une
marge d’erreur raisonnable, à moins de connaître l’état initial avec une précision
infinie. Par ailleurs, la plupart des trajectoires dans l’espace des phases ne sont
plus périodiques mais se concentrent autour d’un ensemble de solutions quasi-
périodiques qui constituent une sous-partie de l’espace des phases, formant



20 Aux origines de la physique statistique

ce que l’on appelle un attracteur (figure 1.1, droite). De tels systèmes sont
dits chaotiques, et le phénomène porte plus généralement le nom de chaos

déterministe. La découverte de ce phénomène et l’étude numérique extensive de
ces systèmes n’auront été rendues possibles qu’avec l’avènement des ordinateurs
dans les années 1960.

La divergence exponentielle qui s’opère à partir de conditions initiales très
proches peut n’apparaître que relativement lentement. Ainsi, des travaux re-
lativement récents ont montré que le système solaire présenterait ce type de
sensibilité, mais sur une durée de l’ordre de plusieurs centaines de millions d’an-
nées 1. Pour des temps plus courts, le système solaire apparaît « intégrable »,
quasi-périodique et prévisible. Pour les systèmes macroscopiques courants en
revanche, cette divergence exponentielle est extrêmement rapide. Le détermi-
nisme classique de la mécanique newtonienne, tout comme le déterminisme
statistique de la mécanique quantique, s’e"ondrent alors et même les systèmes
les plus simples échappent à la prédiction.

Dans le cas du système atmosphérique, cette dépendance a été popularisée sous
le nom d’e!et papillon, en référence à la question posée par Lorenz en 1972 lors
d’une conférence : « Un battement d’aile de papillon au Brésil peut-il déclen-

cher une tornade au Texas ? ». Bien évidemment, aucun papillon ne déclenche
de façon générale de tornade, mais cette image caractérise assez bien notre
absence de contrôle sur le système au-delà d’un certain horizon temporel, et
l’impossibilité qu’il y a à prévoir son évolution future à travers une approche
déterministe classique, brutale et simpliste.

1.1.3 Le théorème de Liouville

Même si le déterminisme apparent y est battu en brèche par des e"ets chao-
tiques, ces systèmes n’en conservent pas moins quelques propriétés qui per-
mettent d’envisager un nouveau type d’approche. Tout d’abord, les systèmes
isolés conservent leur énergie. Leur trajectoire ne visite donc pas l’intégralité
de l’espace des phases, mais seulement une sous-partie restreinte (une variété
de codimension 1) à l’intérieur de laquelle l’énergie est constante. Par ailleurs,
tous les systèmes hamiltoniens vérifient le théorème de Liouville. Ce théo-
rème démontre que l’on peut concevoir une distribution de systèmes gouvernés
par les équations de Hamilton (autrement dit, une mesure de probabilités sur
l’espace des phases) comme un échantillonnage réparti au sein d’un fluide in-
compressible. Dans cette image, l’évolution au cours du temps d’une mesure
de probabilité sur l’espace des phases s’apparente à l’écoulement de ce même
fluide incompressible. Ce théorème est le socle intellectuel qui justifie l’utili-

1. J. Laskar, “The chaotic motion of the solar system – a numerical estimate of the size
of the chaotic zones,” Icarus, 1990 88(2) :266–291.



Éléments de physique statistique 21

sation des probabilités (ou des mesures sur l’espace des phases) comme l’outil
mathématique adapté à la description des grands systèmes.

Pour démontrer le théorème de Liouville, on considère un élément de volume dV
de l’espace des phases d’un système à N particules. Ce volume élémentaire
s’écrit :

dV =
N∏

i=1

(dxidyidzi)↓ (dpx,idpy,idpz,i) . (1.4)

Pour simplifier les notations, nous allons utiliser un seul indice i pour re-
grouper les numérotations des particules et des dimensions spatiales (x, y, z) :
les coordonnées spatiales sont désormais notées (qi)1↑i↑3N et les impulsions
(pi)1↑i↑3N , l’impulsion pi étant le moment conjugué de Lagrange associé à qi.
L’élément de volume s’écrit alors :

dV =
3N∏

i=1

dqidpi . (1.5)

Si le système considéré évolue suivant une dynamique hamiltonienne, alors les
coordonnées (qi, pi) obéissent aux équations d’Hamilton-Jacobi :

dqi
dt

=
ϑH

ϑpi
et

dpi
dt

= ↔ϑH

ϑqi
. (1.6)

Calculons dans ce cas l’évolution du volume dV au cours d’un intervalle de
temps dt entre t et t+ dt, ou plutôt l’évolution de son logarithme :

d

dt
ln(dV ) =

d

dt

(
3N∑

i=1

ln(dqi) + ln(dpi)

)

=
3N∑

i=1

(
1

dqi

d(dqi)

dt
+

1

dpi

d(dpi)

dt

)
. (1.7)

On utilise les équations de Hamilton-Jacobi (1.6) pour évaluer les dérivées
temporelles, d’où :

d

dt
ln(dV ) =

3N∑

i=1

(
1

dqi
d
ϑH

ϑpi
↔ 1

dpi
d
ϑH

ϑqi

)

= d


3N∑

i=1

(
ϑ2H

ϑqiϑpi
↔ ϑ2H

ϑpiϑqi

)
= 0 . (1.8)

La taille d’un volume de l’espace des phases reste donc bien constante au cours
de son évolution hamiltonienne. Une distribution initiale qui évoluerait suivant
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cette dynamique pourrait donc être assimilée à la densité d’un fluide incompres-
sible. En d’autres termes, l’ensemble des lignes d’évolution d’un système hamil-
tonien dans l’espace des phases à 6N dimensions peut se comprendre comme
les lignes de courant de ce fluide incompressible : on parle alors d’écoulement

hamiltonien.

1.2 La refondation probabiliste

Devant l’impossibilité de connaître avec précision l’état microscopique complet
d’un système (que l’on désignera par le terme de micro-état), de stocker les
données permettant de représenter ce micro-état, de manipuler ces données
pour calculer l’évolution du système, et enfin de contrôler l’erreur commise sur
la prédiction en raison de la grande sensibilité aux conditions initiales, il faut
se résoudre à se tourner vers une description probabiliste. C’est James Clerk
Maxwell et Ludwig Boltzmann qui introduisent les premiers les probabilités
dans la description d’un système physique, avec la théorie cinétique des gaz.
Boltzmann y postule l’hypothèse du chaos moléculaire : les vitesses de deux
particules qui entrent en collision sont a priori non corrélées et indépendantes
de leur position. Cette absence de corrélation traduit à la fois l’abandon du dé-
terminisme classique et la simplification du calcul dans l’approche probabiliste.

De cette approche probabiliste va émerger également la notion d’évolution irré-
versible du système macroscopique, et l’introduction d’une variable qui quan-
tifie cette irréversibilité, l’entropie. La description probabiliste de la physique
statistique sera complètement formalisée par Josiah Willard Gibbs dans sa ver-
sion classique. La physique statistique quantique sera formulée quelques années
plus tard, avec les contributions essentielles de Max Planck, d’Albert Einstein,
d’Enrico Fermi, de Wolfgang Pauli, de Satyendranath Bose et de Paul Dirac.
C’est cet édifice théorique que nous allons nous attacher à décrire dans cet
ouvrage.
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À retenir de ce chapitre

- Les échelles de taille et de temps rendent impossible la résolution
des équations de la dynamique newtonienne pour des systèmes
macroscopiques courants.

- L’évolution d’un système hamiltonien se traduit par une trajec-
toire déterministe dans l’espace des phases : la position initiale du
système dans cet espace détermine complètement son évolution
future. L’existence du chaos déterministe rend cependant la pré-
diction impossible au delà d’une échelle de temps finie pour des
systèmes possédant plus de trois degrés de liberté. Il faut alors
recourir à une description probabiliste des systèmes physiques.

- La connaissance du système passe par des propriétés fondamen-
tales, telle la conservation de l’énergie pour les systèmes isolés. En
particulier, pour les systèmes hamiltoniens, l’ensemble des trajec-
toires possibles dans l’espace des phases peut être vu comme un
écoulement incompressible qui conserve les volumes : c’est le théo-

rème de Liouville.
- Cette propriété indique la possibilité d’attribuer une probabilité

de présence à chacun des volumes élémentaires dans cet espace,
et suggère de s’intéresser à l’évolution de cette distribution de
probabilité.
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