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Term-LIM-01 Fiche de calcul n°1 Limites

Limites de fonctions

Quelques calculs généraux pour commencer
(G

Calcul 1.1 4
Soit 2z € R*. Simplifier les expressions suivantes.
) z® +2? ) 23 + 22 + 2t
Q) e 0)
9" i
1 1
b) &3 =+—=) oo
) @ <x u x?’)
Calcul 1.2 4
Soit € R. Simplifier les expressions suivantes.
e2:::-‘-1
a) e xe™® ... ) ———
e—Z
(-3‘3z 2
b) — @) @ T e
e(l)

Fractions, polynémes et racines
(D

Calcul 1.3 — Détection de forme indéterminée (I). 00

Pour chaque expression suivante, dire s’il agit d’'une forme indéterminée, auquel cas on ne cherchera pas a
calculer la limite et on écrire « FI » dans le cadre-réponse; s’il ne s’agit pas d’une forme indéterminée, on
donnera la limite en question.

1
a) €¥ —m,en F00 i c) M, €N H00 .ttt
x
. 1
b) e —z,en —00 ...l d) n(ac)7 en 07 ...
x
Calcul 1.4 — Détection de forme indéterminée (II). 00
Méme exercice.
a) cos(:n)’ en 0t L c) sin(z) , BT
x cos(x) 2
b) sm(;c)7 en 07 .. d) sin(z) , en LT
T cos(z) 2

Fiche n° 1. Limites de fonctions 3



Calcul 1.5

Déterminer les limites suivantes.

On mettra en facteur des termes dominants pour lever l’indétermination.

Calcul 1.6

Méme exercice.

vaz+x

1im
rz—+oo I+ 2

2)

Calcul 1.7

Déterminer les limites suivantes.

Calcul 1.8

c)

. 32?2 —2
1m 5
z—+oo T* + X

. r+3
llm —— ...
z——oo 2 4+ + 1

1_ 1
2

lim 2—2 ...
z~>+c>oi<|»l
x x

Chercher des facteurs communs afin de simplifier la fraction, pour lever I'indétermination, puis donner la

limite des expressions suivantes.

ot —1
a) lm —— ..
z—1 v —1
2
—1
b) m

z—1t 22 — 22+ 1

Calcul 1.9

Méme exercice.

On cherchera au préalable a factoriser les polynémes au numérateur et au dénominateur.

2
v —1
a I o
) r—1 .’E2 — 3z + 2
2
v —x—6
D) I o
z——-2 2242
4 Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.10 — Une identité remarquable de degré 3. 000
En utilisant la formule
a® — b = (a—b)(a® + ab + b?),
valable pour tous a,b € R, déterminer les limites suivantes.
31 5+8

a) lm o b) lim G

z—1 x —1 z——2 1+ 2
Calcul 1.11 — En utilisant la quantité conjuguée (I). 00
On souhaite déterminer la limite de v/z2 + 1 — z en +oo.

(Va2 +1-2) (Va2 +1+z)
a) A-t-onvVz2+4+1-—z= [ S
) Va?+ 1+
b) Développer (\/ 2 +1— x) ( 2 4+1+ x) ...............................
¢) En déduire lim (\/ x24+1-— x) .........................................
T—+00

Calcul 1.12 — En utilisant la quantité conjuguée (II). 000
En adaptant la technique précédente pour lever I'indétermination, calculer les limites suivantes.
a) lim !

o g
b) lim ( T+ T — :r) ..................................................

x
Croissances comparées
Calcul 1.13 — En factorisant (I). 00
Calculer :

i x—T7 3ot

a)  lim z%® ...l ¢) lim ¢ e

T——00 T—+00 et +x

r _ .8 x 2z

b)  hm o 4 lm S

z—to0 x4+ 1 r—too e¥
Calcul 1.14 000

1
En posant X = —, déterminer les limites suivantes.
x

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.15 — En factorisant (II).

Calculer les limites suivantes.

. 2
a) xll»r}rloox In(Z) oo
by o IERE
z—+oo x — In(x)
¢) lim W@ =ve
r——+00 v+ 1
(In(z))* -7
d) Jm S aln(z) e
Calcul 1.16 — Une limite classique.

Quelle est la limite de 2 > zIn(z) en 0 ?

Calcul 1.17 — Une puissance de puissance.

Pour z > 0, on définit 2° = e*(®),

1
a) Que vaut ¥ pour x = 5 O

1
b) Que vaut z* pour x = 1 [

¢) Déterminer lim z”
z—0+t

Calcul 1.18

En mettant en facteur I’exponentielle, déterminer liT (In(e® + 4z) — z)
Tr—r+00

Calcul 1.19

a) Déterminer zgrﬁx( In(x) — ln(x)) ............
. e In(x)
b) En écrivant 2 = ™) en déduire lim
r—+0o0 x

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Autour du taux d’accroissement
(G

Calcul 1.20 — Limites de taux d’accroissement. 00
z) — f(a
Rappelons que si une fonction f est dérivable en a, alors on a | lim M = f'(a).
Tr—a Tr—a
e’ —1 z)— f(0
Par exemple, pour déterminer lin% , on introduit f : z — e”, et on reconnait L(j:() D’ou
T— X xr —
. e’ —1 / 0
liy = = 0 = =

En reconnaissant des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

: _ 1 i
a) lim cos@=1 ¢) lim sn(@)
z—0 x z—0 x

b)

Calculs plus avancés
(G

Calcul 1.21 — Autour du taux d’accroissement de I’exponentielle. é’ {? {? C?
T
-1
On rappelle que lim ¢ = 1. Calculer :
z—0 aw
22 2x
-1 —1
a) lim . c) lim SR
z—0 Iz z—0 €T
12
-1
b) lim ¢ d) lim x(e% —1) et
x—0 a8 T—+00
Calcul 1.22 — D’autres taux d’accroissement. &&{f{y

En faisant apparaitre des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

lim x
.
2=0 In(1 + 2)

a)

1 — cos(x)
b) zll)l%) m ..................................................................
Calcul 1.23 — Une limite farouche. éc?c?c?

Déterminer lim \/x3+\/w4+2x%+1—\/x3+\/x4+x%+l ..........................
T—+00

Fiche n° 1. Limites de fonctions 7



Calcul 1.24 — Une limite remarquable ? (? d} (? (?

In(1
On rappelle que lim M =1
x—0 a8
In(1
a) Pour a # 0 fixé, déterminer lin%) 711( :—Ei—a:n) ......................................
r—r

1
b) Déterminer lim xln(l + 7>. .................................................
x——+00 ap

Pour a > 0 et x € R, on définit a” en posant m

1 x
¢) Déterminer lim <1—|—7> .
T—> a8

+oo

Si vous trouvez 1 ou +00, vous avez faux! ... ... .

Calcul 1.25 — Avec des formules de trigonométrie (I). & f

Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.

a) Exprimer cos(z) en fonction de sin(g) .........................................

i =1
b) En utilisant que lim sin(z) =1, en déduire lim % ......................
z—0 T z—0 x
Calcul 1.26 — Avec des formules de trigonométrie (II). {f{f{f}{?
Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.
Déterminer :
W) lim S b L S osn()
a—m sin(x) a—Z  cos(2x)

Réponses mélangées

2
+00 400 1 1 FI 400 3 400 g z+1+ 22 1 oui

1—2sin?(%) 0 2’ + —2 (© +00 2 FI e —00 2
V2 1 1 1 1
== - 0 = 0 —= 1 0 - 0 =
2 Oof ;0 2 ;0 2

1 2 1 1 1 5 tot1

8 Fiche n° 1. Limites de fonctions



Fiche n° 1. Limites de fonctions

Réponses
Tla) .
1.1b) 2?1
Llc) .
1.28) . o
1.2b) e

1.38) i,
13Db) .
1.3C) i
13d) o
14a). i
1AD) .
Ldc) oo
1.4d). e,
L5a) .o
1.5b) i,
1.5C) it
15d) i, [0]
1.6a).......cooiiii..
1.6b). i —%
1.7a) i
L7Db) o
1.7¢C) i @
1.7d)
1.828) i

Réponses et corrigés

LI7h) o g
117 C) i,
118 o [0]
1.19a) i
119 b) .o
1.208) i
1.20b). i
1.20C) i
1.20d) oo
121 a) i
121 b).
1.21C) i,
121 d).
1.228) o
1.22b).
1.23
1.248) i [a]
1.24b)..oi
1.24¢) i
1.25a)........ 1—251n2(£)
1.25Db) e —%
1.26a). ...
1.26b) i g
9



Corrigés

3., .2 2
1.1 a) OnaerI :x(a: +I)—x2+x
x x
1.2 a) Onae® xe ™ =" =¢"
e3:t
1.2 b) Onae—x:eh*z:ezz
....................... ehﬂ

1.3 b) Ona lim e” =0 d’ou le résultat.

T——00

1.3 d) Attention & ne pas tomber dans le piege! Ce n’est pas une forme indéterminée puisqu'on a lim In(z) =
x—0

—00, d’ou le résultat par quotient.

1.4 a) On a lim+ cos(z) = 1, d’ou le résultat par quotient.
z—0

1.4 b) On a lim+ sin(xz) = 0, il s’agit donc d’une forme indéterminée.
x—0

=5~ B x5~
1.4 d) Comme ci-dessus, mais cette fois-ci, on a lim cos(z) =0~
2?41
1.5 a) On simplifie = x + — et on en déduit la limite.
x
1.5 b) On factorise par les termes dominants en écrivant
1 1
21 m3<1+ﬁ> $<1+ﬁ>
— = =
- 72 (1 _ l) 1— 1
x x
On en déduit la limite.
1.5 ¢) On factorise par les termes dominants en écrivant
2 2
2
w2 _P(z) 3o

On en déduit la limite.

10 Réponses et corrigés



1.5 d) On factorise par les termes dominants en écrivant

3 3
ey _2(1#3) _ 1eg
2 - 1 1\ — 1 1\
SR m2<1+*+7) x(1+7+—2)
x T x
On en déduit la limite.
1.6 a) On met en facteur les termes dominants. On trouve :

1 1
2(14 = V2 1+ = 14 =
v+ x<+x> v +x7 +m

z+2 x(1+g) m<1+g) 142
xr x x

On en déduit la limite.

1 r—1

1.7 a) On met au méme dénominateur en écrivant — — — = ———. On déduit le résultat par quotient.
T T

1.7 b) On y voit plus clair en développant : (z + 2)* — «°
factoriser en reconnaissant Pexpression a® — b°.

1.7 ¢) En labscence d’idée, on peut mettre au méme dénominateur et simplifier. Il est plus judicieux de

multiplier en haut et en bas par z. On écrit

1 1 1
= 1— =
x  x? _ x
=+1 Va4+U

et on déduit le résultat.

((mﬁ—%f—x(x-{—l)) :x2+2ﬁ+§—x2—x:x<%+w—g—l).

On déduit le résultat.

1.8 a) On a 3;::11 = (I+I1)7(xl7 D) =z + 1. Donc, il—>m1xm:ll :ii_{nlerl:Z

1.8 b) On a x2xj2;l+ 1= (& ?xlz(f); D) = ij 1 On déduit le résultat.

189 oo L 2
18 d ) ...... On a 42;2:11 : (2I _2;: )(Qi + . 1) . : . 2x1+ 1 On dEdult le reSUIt at ................................................

Réponses et corrigés



1.9 a) Le polynéme 2° — 3z + 2 s’annule en 1 et 2, ainsi on a z° — 3z +2 = (z — 1)(z — 2).

-1  (z+@@-1) z+1
22-3z+2 (z—1)(x-2) =x-2’

puis la limite demandée.

??—2-6 (z-3)(x+2) x-3

224+2x  z(x+2) z
puis la limite demandée.
51 (z—-D@*+z+1) 2
1.10a) Omna T = 1 =z + 2+ 1. On déduit le résultat.
_ T —

3 2
z°+8 (x+2)(z°—2x+4) 2

= =z" -2 4.
T+ 2 T+ 2 v S

1.11 a) On a simplement multiplié « en haut et en bas » par \/z2 + 1 + z.

1.12 a) On utilise le conjugué en écrivant

1 _ Ve t+ztz _Valtztaz /1+l+1
Vait+e—z  (Veit+rz—z)(Vai+ao+o) x x .

On en déduit la limite.

1.12 b) On utilise le conjugué :

(Vz+ Ve —Vr)(yz+ Ve + V) VI
Vot Ve — Ve = = .
vVz+Vz+T VE+r+x

Ce n’est pas tout a fait fini : on factorise au dénominateur

VT _ Vo _ 1
Vetve+ve o Je(l+ o)+ Ve 1+ = +1

On déduit le résultat.

On déduit

Réponses et corrigés



1.13 a) C’est direct, par croissance comparée.

1.13 b)

On met en facteur les termes dominants en écrivant
8
x
ezi‘TS _ez o 1—;
Tz 1
z+1 T 142
T
8
z8 1=
Or, par croissance comparée, ona lim — =0et doncona lim €_ — 1. Toujours par croissance comparée,
z—+oo €% x——+00
14—
T
€T
ona lim = — = +o00. On conclut par produit de limites.
xr—+400 X
1.13 ¢) Les exponentielles se simplifient quand on écrit :
" T43e" e"(e"4+3) e "4+3
er+x z\ 1427
c(rE) e
Or, par croissance comparée, on a lim — = 0. On déduit le résultat.
x—+oo €T
1.13d) On simplifie par e” et on procéde comme ci-dessus.
. X
1.14a) Ona lim ze*r = lim - =0, par croissance comparée.
z—01 X —+o00 X
.................................. R
1.14b) Ona lim — = _lim X% ¥ =0, par croissance comparée.
z—0tT T X400

. . . In(z P .
Or, par croissance comparée, on a lim (2) = 0. On en déduit la limite.
T—+o00 2

1.15b) On factorise par z en haut et en bas

-1
1 — x 1
1.15¢) Ona @) — Vo Ve Vo . Or, par croissance comparée, on a lim n(z) =0.
VT + 1 1 1 T——+o00 \/E
TX4/14+— 14+ —
x x

On en déduit la limite.

1.15d) On factorise par In(x) en haut et en bas.

1.16 C’est un cas de croissance comparée.

Réponses et corrigés




1.17 a) Gréce a la définition, on a

1
(1)2 —edl(d) _ i@ _ 1 1 1

5 e% In(2) = eln(\/i) = \/5

ol

On peut retenir qu’avec cette définition, on a pour = > 0 que x% =/z.
1.17 b) C’est un calcul similaire.

1.17 ¢) Par croissance comparée, on a lim+ zIn(z) = 0. On obtient le résultat par passage & 'exponentielle, ce
z—0
qui est possible par continuité de la fonction exponentielle : on a

lim 2° = lim e*™® =¢® = 1.
z—0t z—0t

In(e” + 4z) = 1n<ew(1 + 4xe_w)) = In(e") + ln(l + 4xe_m) =z+ ln(l + 4xe_w).
Ainsi, lim (In(e® +42) —2) = lim In(1 4 4ze™").
insi, on a zJToo( n(e x) — ) lm n( + 4ze )

Or,ona lim ze ” =0 par croissance comparée. Donc, finalement, on a lim (In(e” +4z) — z) = In(1) = 0.
r—+o00 Tr—+400

e\/ln(x) e\/ln(m)

T T eln(@)

1.19b) Ona = V@~ On conclut avec la question précédente.

m cos(z) — 1 — lim cos(z) — cos(0)
z—0 T z—0 z—0

= cos’(0) = —sin(0) = 0.

1.20 b) On introduit f(z) = In(1+ ) et on raisonne comme & la question précédente. Puisque la fonction f est

dérivable en 0, on a

lim In(1+x) _ lim flx) = f(0) _ 7(0).
z—0 T z—0 x—0
Comme on a f'(x) = 1_‘_%, on a f'(0) = 1. D’ott le résultat.

sin(z) —sin(0) _ sin’(0) = cos(0) = 1.

x—0 x X—=0

14 Réponses et corrigés



2 2
T 1 xr
1.21 b) On écrit ¢ =X © >— et on utilise la question précédente pour effectuer un produit de limites.
2z 1 e?z -1 2z eX 1
1.21 ¢) On écrit =2 . Or, on a lim = lim = 1. On en déduit la limite.
2 z—0 2% X—=0
1 1
1 -1 @ X1
1.21d) On écrit x(c; —-1)= ¢ T Or, on a Zgriloo — = )l(iLn(J ¢ x = 1
T x
1 2 In(1+2 In(1+ X
1.22 a) On écrit :C =—-X i . Or, on a lim n(1 + 22) =1l n(+X) = 1. On conclut par
In(1+2z) 2 In(l+2z) z—0 2x X0
quotient de limites.
On fait apparaitre des taux d’accroissement :
1—cos(xz) 11— cos(x) 1
T X In(14z) °

1.22 b)
In(1+2z)

On conclut en remarquant qu’il s’agit de taux d’accroissement dont on peut calculer la limite.

Notons f(z) l'expression dont on cherche la limite.
On utilise une premiére fois la technique de la quantité conjuguée pour écrire

1.23
(\/x3+\/w4+2x% +1-— \/:L'3+ x4+x%+1> (\/x3+\/x4+22% +1+\/:L'3+ o4+ as +1)
fz) =
\/23+ m4+2x%+1+\/x3+\/x4+m% +1
Au numérateur, on utilise la formule « (a — b)(a + b) = a® — b> »; les termes en z° se simplifient. On trouve
\/:c4+2:1:% +1- \/x4+a:% +1

fz) = :
\/x3+ ot + 203 +1+\/x3+ Vot 425 41

Le numérateur est toujours une forme indéterminée! On applique une deuxié¢me fois la technique de la quantité

[N]

conjuguée. Des simplifications similaires conduisent a trouver
T

fz) =

(\/a:3+ m4+2x%+1+\/x3+\/x4+a¢% +1)(\/w4+2a¢% +14+Vat+ ot +1)
On met en facteur les termes dominants dans chaque racine, et un facteur global 1'% apparait au dénominateur.

Apres simplification, on en déduit la limite.
1.24 a) On a, en posant X = az, on trouve
In(1 In(1 In(1+X
lim n(l +az) =a lim n(l + az) =a lim n(+X) =a.
z—0 x z—0 axr X—=0
1
1.24 b) On a, en posant X = —, on trouve
T
lim xln(1+1) — jim MO X)
T X0 X
15

xr—r+00
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1.24c¢) Ona
(1 + l)z = o®n(1+3)
. .

1
Or, on a trouvé a la question précédente que lim = ln(l + 7> = 1. On obtient le résultat par passage a ’expo-
T—+o00 x

nentielle, ce qui est possible par continuité de la fonction exponentielle.

9 2z 2 272 . 2
i 25 (%) L (22 _1 lim sin(X)\" _ 1
=0 X 0 4 % (%) 2 X—0 X 2
1.26 a) On utilise une formule de duplication : 51.n(2x) = 251n(. ) cos(x) = 2cos(z). On en déduit la limite
sin(z) sin(x)
1.26b) Ona 8@) —sin@) _ cos@) —sin(z) _ L On en déduit Ia limite.
cos(2z) cos?(z) —sin?(z)  cos(z) + sin(z)
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